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Â íîâûõ êëàññàõ ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
åäèíè÷íîãî êðóãà, ïðåäñòàâèìûõ ñòðóêòóðíûìè ôîðìóëàìè, ïîëó÷åíû
îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ è êîíñòàíò Êåáå
Coeﬃcient and Koebe constant estimates are obtained in some new classes
of conformal and locally harmonic mappings wich are presented by structural
formulae.
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1. Øåéë-Ñìîëë è Êëóíè [1] ââåëè â ðàññìîòðåíèå êëàññ S0H âñåõ êîìïëåêñíî-
çíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ñîõðàíßþùèõ îðèåíòàöèþ îäíîëèñòíûõ îòîáðàæåíèé f =
g¯+h, îïðåäåëåííûõ â∆ è íîðìèðîâàííûõ óñëîâèßìè f(0) = 0, fz(0) = 1, fz¯(0) = 0.
Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè g è h èìåþò â êðóãå ∆ òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèß









îïðåäåëßþùèå êîýôôèöèåíòû ãàðìîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèß f .
Êëàññ ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé S˜0H ñ òîé æå íîðìè-
ðîâêîé ðàññìàòðèâàëñß Ë.Øàóáðîê [2] è Â.Ã.Øåðåòîâûì [4-5]. Êëàññû ëîêàëüíî
îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ èíûìè íîðìèðîâêàìè ðàññìàòðèâà-
ëèñü Â.Â.Ñòàðêîâûì [3], Äþðåíîì, Õåíãàðòíåðîì, Îçòóðêîì, Äîðôôîì è äðóãè-
ìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S˜ êëàññ ãîëîìîðôíûõ è ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ â ∆ ôóíêöèé
ñ íîðìèðîâêîé F (0) = F ′(0)− 1 = 0, C  êëàññ Êàðàòåîäîðè ôóíêöèé, ãîëîìîðô-
íûõ â ∆ è èìåþùèõ çíà÷åíèß ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Ñîãëàñíî
[4], äëß ïðîèçâîëüíîãî β ∈ R êàæäîìó ýëåìåíòó f = g¯ + h ∈ S˜0H îòâå÷àåò åäèí-
ñòâåííàß ïàðà ôóíêöèé F ∈ S˜, H ∈ C, îïðåäåëßåìûõ ïî ôîðìóëàì F = h+ eiβg è
H = (1− eiβg′/h′)/(1 + eiβg′/h′) ñîîòâåòñòâåííî. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:













Â [4] ââåäåí â ðàññìîòðåíèå êëàññ Sˆ0H , ñîñòîßùèé èç ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, ïðåäñòàâèìûõ ïî ôîðìóëå (1) ñ ãåíåðàòîðàìè F ∈
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S, H ∈ C, ïîëó÷åíû îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ è îáîáùåííîé êîíñòàíòû Êåáå äëß
Sˆ0H .
2. Ââåäåì íîâûé êëàññ ôóíêöèé Sˆ0H [k], ñîñòîßùèé èç kêâàçèêîíôîðìíûõ
ôóíêöèé f ∈ Sˆ0H . Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì k-êâàçèêîíôîðìíîñòè








1 + k eitz
1− k eitz d ρ(t), (2)
ãäå ρ âåðîßòíîñòíàß ìåðà íà σàëãåáðå áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [0, 2pi],
k  ïàðàìåòð ïîäêëàññà, 0 < k < 1. ßñíî, ÷òî êëàññ C[k] ßâëßåòñß ïîäêëàññîì
êëàññà Êàðàòåîäîðè.
Îòìåòèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé êëàññà C[k], êîòîðûå ïðèãî-
äßòñß â äàëüíåéøåì:
Ðàçëîæèâ â ðßä ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â (2) è âûïîëíèâ ïî÷ëåííîå èíòå-
ãðèðîâàíèå, ïîëó÷èì
Ñâîéñòâî 1. Ïóñòü p(z) = 1+∑n≥1 pn zn  òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè
êëàññà C[k]. Äëß êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèß èìåþò ìåñòî òî÷íûå îöåíêè |pn| ≤
2 kn, ïðè÷åì ýêñòðåìàëßìè ßâëßþòñß ôóíêöèè p∗τ (z) = (1 + keiτz)/(1 − keiτz),
τ ∈ R.
Ñâîéñòâî 2. Äëß p(z) ∈ C[k] â êàæäîé òî÷êå z ∈ ∆ âûïîëíßþòñß òî÷íûå
îöåíêè
1− k |z|
1 + k |z| ≤ |p(z)| ≤
1 + k |z|
1− k |z| .
Ðàâåíñòâà äîñòèãàþòñß íà ôóíêöèßõ âèäà p∗τ (z).
Ðàññìîòðèì ïîäêëàññ S∗k êëàññà S∗ çâåçäíûõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé f , òàêèõ,
÷òî h(z) = z f ′(z)/f(z) ïðèíàäëåæàò êëàññó C[k].
Ñâîéñòâî 3. Ñîîòâåòñòâóþùèå (1) ïðåäñòàâëåíèß ôóíêöèé èç êëàññà S∗k è èõ
ïðîèçâîäíûõ èìåþò âèä
f(z) = z exp
[∫ 2pi
0




1 + k eiτz
1− k eiτz dρ(τ) · exp
[∫ 2pi
0
log(1− k eiτz)−2 dρ(τ)]. (4)
Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò îäíîçíà÷íàß âåòâü ëîãàðèôìà, ïðèíèìàþùàß íóëåâîå
çíà÷åíèå â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ñâîéñòâî 4. Äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ S∗k â ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîé òî÷êå
z ∈ ∆ âûïîëíßþòñß òî÷íûå äâóõñòîðîííèå îöåíêè
|z|
(1 + k |z|)2 ≤ |f(z)| ≤
|z|
(1− k |z|)2 , (5a)
1− k |z|
(1 + k |z|)3 ≤ |f
′(z)| ≤ 1 + k |z|
(1− k |z|)3 . (5b)
Ðàâåíñòâà äîñòèãàþòñß íà ïîäõîäßùèõ âðàùåíèßõ ôóíêöèè
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f∗(z) = z/(1− k z)2.
Ñâîéñòâî 5. Ïóñòü f(z) = z+∑n≥2 an zn  òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè
êëàññà S∗k . Äëß êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèß ïðè n ≥ 2 èìåþò ìåñòî òî÷íûå îöåíêè
|an| ≤ nkn−1, ïðè÷åì ýêñòðåìàëßìè ßâëßþòñß ôóíêöèè f∗τ (z) = z/(1−k eiτz)2, ãäå
τ ∈ R.
3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îöåíêàõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé êëàññà Sˆ0H [k]. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå äå Áðàíæà êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé





ôóíêöèé êëàññà S â åäèíè÷íîì êðóãå óäîâëåòâîðßþò òî÷íûì íåðàâåíñòâàì |αν | 6
ν äëß âñåõ ν > 2. Ïîäñòàíîâêà ðßäîâ, ïðåäñòàâëßþùèõ f , F è H, â ôîðìóëó (1),
ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå è ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíßõ
z è z äàþò





cνµαµ äëß âñåõ n > 2,
bn = −e−iβ(− 12n
∑
µ+ν=n−1,ν>0
cνµαµ) äëß âñåõ n > 2.
Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå òåîðåìó äå Áðàíæà è ñâîéñòâî 1 èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà,
íàõîäèì äëß âñåõ n > 2































äëß âñåõ n > 2. Äîêàçàíà
Òåîðåìà 1. Äëß êîýôôèöèåíòîâ an è bn ôóíêöèé êëàññà Sˆ0H [k] èìåþò ìåñòî
òî÷íûå íåðàâåíñòâà (6a-c). Ðàâåíñòâà â íèõ âûïîëíßþòñß îäíîâðåìåííî äëß âñåõ
n > 2, ïðè÷åì ýêñòðåìàëßìè ßâëßþòñß ôóíêöèè f âèäà (1), ãåíåðèðóåìûå F =
z/(1 − z)2 ∈ S è H = (1 + k z)/(1 − k z) ∈ C è èõ âðàùåíèß, à äëß (6a) òàêæå
ôóíêöèè Êåáå Fθ = z/(1 + eiθz)2, θ ∈ [0, 2pi).
Â ïðåäåëå ïðè k → 1 èç (6a)  (6c) äëß âñåõ n ≥ 2 ñëåäóþò òî÷íûå îöåíêè
â êëàññå Sˆ0H ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, ïðåäñòàâèìûõ
ôîðìóëîé (1) ñ ãåíåðàòîðàìè F ∈ S, H ∈ C:




82 ØÅÐÅÒÎÂ Â.Ã., ÑÓÅÒÈÍ Â.Þ.
Âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè òàêèõ îöåíîê äëß êîýôôèöèåíòîâ îäíîëèñòíûõ â ∆
ôóíêöèé f ∈ S˜0H , îáðàçóþùèõ êëàññ S0H , áûëè ïîñòàâëåíû, íàðßäó ñ äðóãèìè,
Êëóíè è Øåéë-Ñìîëëîì [1], êîòîðûå äàëè ïîëîæèòåëüíûå îòâåòû â ñëó÷àå òè-
ïè÷íî âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé. Â [4] ýòè îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû äëß êëàññà Sˆ0H .
Âîïðîñ î âêëþ÷åíèè êëàññà S0H â Sˆ0H ßâëßåòñß îòêðûòûì.
4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè îáîáùåííîé êîíñòàíòû Êåáå äëß êëàññà
Sˆ0H [k], òî åñòü ðàäèóñà íàèáîëüøåãî îòêðûòîãî êðóãà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-
íàò, öåëèêîì ñîäåðæàùåãîñß íà îäíîì ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè f(∆) ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ Sˆ0H [k] è ñîäåðæàùåì f  îáðàç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷à-
ëà êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì çâåçäíóþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò îäíîëèñòíóþ
ïîäîáëàñòü D∗ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè f(∆), îáðàçóåìóþ îòðåçêàìè lϕ ëó÷åé, âû-
õîäßùèõ èç òî÷êè w = 0 ïîä ïîëßðíûìè óãëàìè ϕ ∈ [0, 2pi]. Åñëè lϕ íå ñîâïàäàåò
ñî âñåì ëó÷îì, òî åãî îòëè÷íûé îò íà÷àëà êîîðäèíàò êîíåö ßâëßåòñß ãðàíè÷íîé
òî÷êîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè è íå ïðèíàäëåæèò D∗. Â îáùåì ñëó÷àå ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü f(∆) ìíîãîëèñòíà íàä C, è ìíîæåñòâî òî÷åê íà íåé, èìåþùèõ ïîëßð-
íóþ êîîðäèíàòó ϕ, ïðåäñòàâëßåò ñîáîé êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþùèõñß íà f(∆) ïîëóîòêðûòîãî è îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ëó÷à. Â êà÷åñòâå lϕ âûáèðàåòñß ïîëóîòêðûòûé èíòåðâàë, èìåþùèé îáùèå
òî÷êè ñ f  îáðàçîì äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.
Ïóñòü w0  áëèæàéøàß ê íà÷àëó êîîðäèíàò òî÷êà ãðàíèöû ìíîæåñòâà D∗,
L = [0, w0) = lϕ ∈ D∗; f−1(L) -ïðîîáðàç L ïðè îòîáðàæåíèè f . Ðàññìîòðèì ïàðà-
ìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå w ∈ D∗ : w = sw0, 0 6 s < 1 ïðîìåæóòêà Lϕ è îêðóæíîñòü
γr(0) := {|z| = r}, ãäå r = |f−1(sw0)|, s ∈ [0, 1), è â êà÷åñòâå f−1 âçßòà âåòâü îáðàò-
íîé ê f ôóíêöèè ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèß D∗ è íîðìèðîâêîé f−1(0) = 0. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Ls îòðåçîê íà L ñ êîíöàìè w = 0 è w = sw0 è ïîëîæèì λr := f−1(Ls).
Âû÷èñëåíèß ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (1) è ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè ßêîáè-
















|F ′(z)|(1− k(r))|H(z) + 1| dr.
Âåëè÷èíà k(r) := ‖µf |∆r‖∞, òî åñòü ñóùåñòâåííàß íîðìà êîìïëåêñíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè µf = eiβ
(1−H)F ′
(1 +H)F ′
îòîáðàæåíèß f ∈ S˜0H [k] â êðóãå ∆r := {z : |z| 6 r}, 0 <
r < 1, íå ïðåâîñõîäèò k r, ïðè÷åì îöåíêà òî÷íàß. Ýòîò ôàêò âûòåêàåò èç êëàññè-
÷åñêîé ëåììû Øâàðöà, ïðèìåíåííîé ê ôóíêöèè ω(z) = (H − 1)/(H + 1) â êðóãå
∆r. Èòàê, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò.
Ëåììà 1. Â êàæäîì êðóãå ∆r ïðè 0 6 r < 1 ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß f ∈ Sˆ0H [k]
ßâëßåòñß k(r)  êâàçèêîíôîðìíîé, ãäå k(r) 6 k r, ïðè÷åì ðàâåíñòâî íå çàâèñèò
îò âûáîðà F ∈ S è äîñòèãàåòñß ïðè H(z) = (1 + k eiαz)/(1− k eiαz), ãäå α ∈ R.
Âîñïîëüçóåìñß ëåììîé 1 è òåîðåìîé èñêàæåíèß â êëàññå S, â ñèëó êîòîðîé
|F ′(z)| ≥ 1− |z|
(1 + |z|)3
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|H(t) + 1|(1− k t) 1− t
(1 + t)3
dt.
Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèß ôóíêöèè H ∈ C[k] íàõîäèì





1 + k eiθ
1− k eiθz dρ(θ)
)
≥ 2
1 + k r
äëß ëþáîé H ∈ C[k] ïðè |z| 6 r ñ ýêñòðåìàëßìè â âèäå âðàùåíèé ôóíêöèè H∗(z) =
(1− k eiτz)(1 + k eiτz).




(1− t)(1− k t)
(1 + t)3 (1 + k t)
dt, (7)








Ïåðåìåííûå r è s ñòðåìßòñß ê åäèíèöå îäíîâðåìåííî. Óñòðåìëßß â (7) s → 1,




(1− t)(1− k t)
(1 + t)3 (1 + k t)
dt. (8)
Ïðè ýòîì Q(1/3) ≈ 0.2164; Q(1/2) ≈ 0.2022; Q(2/3) ≈ 0.1893. Ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðè k → 1 ðàâåí 1/6
Ýòà îöåíêà òî÷íà, ðàâåíñòâî â íåé äîñòèãàåòñß íà âðàùåíèßõ ôóíêöèè f∗, ïðåä-
ñòàâèìîé ïî ôîðìóëå (1) ñ ãåíåðàòîðàìè
F (z) = z/(1 + z)2, H(z) = (1 + k z)/(1− k z).
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
Òåîðåìà 2. Îáîáùåííàß êîíñòàíòà Êåáå Q(k) äëß êëàññà Sˆ0H [k] ðàâíà èíòå-
ãðàëó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (8).
Ñðåäè ïðîáëåì, ïîñòàâëåííûõ â [3], èìååòñß ãèïîòåçà î òîì, ÷òî êîíñòàíòà Êåáå
äëß êëàññà S0H , òî åñòü ðàäèóñ íàèáîëüøåãî îòêðûòîãî êðóãà ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò, ëåæàùåãî â f(∆) äëß ëþáîãî f ∈ S0H , ðàâíà 1/6. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò,
÷òî êîíñòàíòà Êåáå äëß ïîäêëàññà îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé èç Sˆ0H [k] â ïðåäåëå ïðè
k → 1 ðàâíà 1/6.
5. Èçëîæåííûå ôàêòû ìîæíî ïåðåíåñòè íà êëàññû Sˆ∗H [k, q] ëîêàëüíî îäíî-
ëèñòíûõ îòîáðàæåíèé âèäà (1) ñ ãåíåðàòîðàìè F ∈ S∗q , h ∈ C[k].




(1 + q t)3
1− k t
1 + k t
dt.
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Ïðè q = k ýòà êîíñòàíòà ðàâíà (3 + k2)/3(1 + k)3. Åå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðè
k → 1 ðàâíî 1/6.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå









Òåîðåìà 4. Äëß êîýôôèöèåíòîâ an è bn ôóíêöèé êëàññà Sˆ∗H [q, k] èìåþò ìåñòî
òî÷íûå íåðàâåíñòâà
||an| − |bn|| ≤ n qn−1, (9a)
|bn| ≤ ψ(n, r, q), (9b)
|an| ≤ n qn−1 + ψ(n, r, q). (9c)
Ðàâåíñòâà â íèõ âûïîëíßþòñß îäíîâðåìåííî äëß âñåõ n > 2, ýêñòðåìàëßìè
ßâëßþòñß ôóíêöèè f âèäà (1), ãåíåðèðóåìûå F = z/(1 − q z)2 ∈ S è H = (1 +
k z)/(1 − k z) ∈ C è èõ âðàùåíèß, à äëß (9a) òàêæå ôóíêöèè Fθ = z/(1 + q eiθz)2,
θ ∈ [0, 2pi).
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå q = k ïîëó÷àåì òî÷íûå îöåíêè ||an| − |bn|| ≤ nkn−1,
|bn| ≤ (n− 1)(2n− 1)6 k
n−2, |an| ≤ nkn−1 + (n− 1)(2n− 1)6 k
n−2
äëß âñåõ n ≥ 2.
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